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Phép vi tu

L.OI MG DAU
Ban doc than mén!
Khong phéng dai khi néi rang hoc sinh chuyén Toan nhu nhitng nha tham hiém dang
miét mai tim toi 16i di, chinh phuc kho bau 1a nhitng tri thitc toan hoc chuyén sau.
Trén con dudng ay, ho gip khong it tré ngai, ma mot trong sé d6 1a Hinh hoc phing.
Chinh vi thé, véi tinh than lam viéc hét stic hang say va nghiém tuc, ching toi viét
chuyén dé nay v6i muc tiéu va hy vong chia sé duge sit phan khich, lan téa dam meé
trong nghién citu toan hoc noéi chung va mang hinh hoc néi rieng. Hinh hoc ¢6 thé giap
chiing ta mé khéa nhitng bi an trong khu vuon toan hoc va la mot phan cuc ky quan
trong va khong thé thiéu trong bat ky dé thi HSG hay kiém tra dinh k¥ nao trong
phan phdi chuong trinh toan hoc THPT. Nhung hon thé nita, viéc chinh phuc duge
hinh hoc mang tinh quyét dinh 16n dén thanh cong trén con dudng toan hoc clia hoc
sinh chuyén Toan chung ta.
Ban doc hiay nham nhi ting 10i gidi hay, nhitng ¥ tuéng doc dao, nhitng sang kién la k¥
trong cach giai titng bai toan dé tir dé rat ra bai hoc va kinh nghiém cho minh trong
hoc tap, gitp ban thém yéu , thém tin vao sitc manh ctia Toan hoc.
Mic du da danh rat nhiéu thoi gian va tam huyét, song sai s6t van rat kho tranh khoi,
vi vay mong doc gid thong cam va c6 thé gép ¥ vao gmail clia ching toi:
/llehoangvum10@gmail.com/ dé ching toéi rat kinh nghiém dé hoan thanh nhiing
chuyén deé tét hon trong thoi gian t6i.
Chan thanh cam on!
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Chuong 1

Kién thic co sé

1.1 Dinh nghia phép vi tu

Cho diém I cb diﬁl_) va mOt_s)é thuc k # 0, phép bién hinh bién méi diém M thanh
diém M’ sao cho IM’ = k.IM dugc goi 1a phép vi tu tam I, ti s6 k, ky hicu Vi k-
Trong d6 M’ dugce goi 1a dnh cua M, M dudce goi la tao &nh ctia M’, I 1a tam ctia phép
vi tu, k 1a ti s6 vi tu.

[ - i
| M

T dinh nghia trén, ta suy ra dugc nhiing hé qua co ban:

+) k=1: V{1 dugc goi la phép dong nhat.

+) k=-1: V{1 ) chinh la phép ddi xing tam I. Khi d6 tam vi tu tré thanh tam doi
xing.

+) k> 0: V(1) dudc goi la phép vi tu duong.

+) k < 0: Vi) duge goi la phép vi tur am.

1.2 Tinh chat

Trong thic hanh gidi nhitng dang toan vé phép vi tir , ta thuong dita vao cac tinh chat
saul.

Tinh chat 1. Phép vi tu Vizx) vdi k # 1 ¢6 mot diém bat dong duy nhat, dé la diém
1.

Chitng minh. Gia st I’ 1a diém bat dong thit hai cuaVr g thi Vg : I' = I va ta co:

— — — —
=kl (Q1-KI=0aI'=10



Phép vi tu

Heé thitc nay ching t6 I = I’ = dpcm. [

Tinh chit 2. Néu diém M' la dnh cia diém M qua phép vi tu Virw the 3 diém I,M,
M’ thdng hang.

) . — —
Chiing minh. Theo dinh nghia Vi : M' — M < IM' = k.IM.

He thufc_r;ay ching t6 [ M cung phuong véi ITM'. I Vi cac vecto [ M va IM M chung gbc
I nén IM va IM M cling nam trén mot duong thang. n

Tlnh chat 3. Néu A', B’ la dnh ciia hai diém phan biét A, B qua phép vi tu Virky the
A'B = k.AB.

— —
Chitng minh. Tu c;ac) hét_h)frc ITA" = k..m:)/a IB' = k‘]vé,
tasuyra AB = IB — [A = k.IB — k.IA = k(IB — TA) = k.AB.

O

Tinh chat 4. Phép vi tu V{1 ) la phép bién hinh 1 —1 va 6 phép bién hinh ngugc. D6
la phép vi tu V(I’%)

Chu’ng minh. Néu M1 va M2 c6 cting mot anh M’ qua phép vi tu Vi) thi ta co:
IM’ = k.IM, va IM’ =k. IM2

ey TAF cvs T TV
:>kIM1—k;IM2:>IM1—IM2:>M1 M,. Neu IM" = k. IM thi IM = +.IM".
Diéu nay chitng t6 Vi; 1y :M'— M. [

R‘

Tinh chat 5. Phép vi tu Vi k) bién ba diém thing hang thanh ba diém thding hang.

ChUng minh. Kihieu A’, B', C' 1a 4nh ctia ba diém théng hang A,B, C. Ta c6 A’B’ =
kAB,AC = k.AC
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Phép vi tu

Vi A,B, C thang hang nén ton tai s6 m sao cho /@ = m./ﬁ. Vay thi

kAB = mkAC < AB =m A'C
Hé thiic d6 chiing t6 A’, B’, C' thang hang. O

Tinh chat 6. Cho hai phép vi tu Virgy va Vip gy vdi cac tam vy tu phan biét, cic hé
s6 vi tu k, k' khdc 0, khac 1 va k.k' # 1. Khi d6 phép bién doi V = Vip o Virgy la
phép vi tw. Goi S la diém bat dong cia V

Chiing minh. Ta sé& di ching minh V' = V{js jy o Vi ) 1a phép vi tu. Trude hét ta can
chiing t6 V' ¢6 diéni> bat dong duy nhat. Goi S la diém bat dong ctia V, khi d6

Vi - SHS/vaJS/_M?

V[Ik/ S — S va [/S_k/I,S/

T cac két qua trén ta suy ra I? A II’ trong do A = 1—;,;,
Néu M la diém bat ki khac S, theo dinh nghia ta c6
- .
V[k) S»—>S’VaM|—>M’:>S’M’—k:SM
Virwny =S »—>SvaM’»—>M”:>SM’—k’S'M’

Tit cic két qué tren ta suy ra SM” = ki SM. D6 1a didu phai chitng minh. Vé6i phép
bién ddi V*, cach chitng minh tuong tu.

Tinh chat 7. Cho hai duong tron (O) va (I) tiép xic trong tai A. Mot day cung BC
ciia (O) tiép xic vdi (I) tai P. Khi dé AP di qua diém D chinh giitta cung BC ciia
(O) va DP.DA = DB,
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Phép vi tu

Chaitng minh: Xét phép vi tu H(A) : (I) — (O). Khi d6 P — D. Suy ra IP||OD ma
IP1BD.

Suy ra OD1BC. Do d6 D la diém chinh giita cung BC

Chu y: Tich clia mot phép vi ty ti 86 k& v6i mot phép doi hinh (hay mot phép doi hinh
v6i mot phép vi tu t1 s6 k) goi 1a mot phép dong dang ti s6 |k
Khi d6 dé thay phép dong dang ti s6 |k| ciing c6 cac he qua 3, 4, 5, 6.

1.3 Dinh ly va cac hé qua

Dinh ly 1. (Tich cia 2 phép vi tw) Ta zét tich cia 2 phép vi tu H,(Oq; Ky) va
HQ(OQ;KQ).'

1. Truong hop 1: Néu kiky = 1 thi tich Hy(Os;ko)oH,(O1;ky) la mot phép tinh tién
s
theo vectd o = (1 = k2) 0104

2. Truong hop 2: kiky # 1 thi tich Ho(Os;ko)oH(O1;ky) la mot phép vi tu ti so

—  ky+1—=
k = kiky va co tam O dugc xdc dinh bdi cong thic OO, = 2+

00,

12

Dinh 1y 2. (Monge — D’alambert)

Cho ba duong tron C1(O1, Ry) , Co(Oq, Ry) , Cs5(O3, R3) phan biét trén mdt phang. Khi
dé tam vi tu ngoai cia cic cap duong tron (C; Cs) ,(Co, Cs), (C3,Cy) cung thudc mot
duong thang. Hai tam vi tu trong ciia hai trong ba cip duong tron trén va tam vi tu
ngodi ctia cip duong tron con lai cung thuoc mot duong thing.
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Phép vi tu

Dinh 1y 3. Néu c6 mot phép nghich ddo tam I bién (O) thanh (O') thi sé c6 mot phép
vi ty tam I bién (O) thanh (O').

Dinh 1y 4. Cho hai duong tron C(O;R) va C'(O';R') sao cho R # R',0 = O'.
Khi do ton tai hai phép vi tu Hi(O1; ki) va Hy(Og; k) bien C thanh C' trong do:

00 _ 3. _R ,~00 _} _ _R
010 k=R ¢ 5,0 ko

R
Hé qua 1. Phép vi tu Vi) bién duong thang d thanh duong thang d' va d' //d hodc
d =d.

Chitng minh. Trén d ta lay hai diém phan biet A, B. Goi A’, B’ 1a anh ctia A, B qua
phép vi tuy d6. Néu C la diém bat ki thuoc d va C' 1a anh ctia C' thi theo tinh chat 5,
C' thuoc duong thing A'B’.

Dao lai, néu C’ 1a diém tuy ¥ thuoc A’B’ va diém C la anh ctia C’ qua phép vi tu V(I,%)
thi C phai thuoc AB vi cac diém A, B ciing 1a 4nh clia A, B’ qua phép vi tu d6. Vay
ton tai diém C tren duong thing AB nhan C’ 1a anh. Néu A’ thuoc d thi d va d’ tring
nhau. Néu A’ khong thuoc d thi d//d'. O

Heé qua 2. Phép vi tu Vi bién tia Sz thanh tia S's’ va hai tia dé hodc song song
hodc cung nam trén mot duong thing.

Chatng minh. That vay, néu ég B 1a hai diém phan biét thuoc Sz va khac S thi ton tai
s6 m > 0 sao cho SB — m.SA. Theo Hée qua 1, anh A’, B’ cia A, B nam trén duong
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Phép vi tu

thing S’z

§ A E X

) — — —
Theo tinh chat 3, ta c6: S'B — k.95 va S'A' — k.5A

— — P
=SB =kmSA=m.5A.

Diéu do6 ching t6 A’, B’ thuoc mot tia ctia S'z’, ta goi A, B la anh cia A’, B’ trong
phép vi tu V(I,i)' Bing céach lap luan tuong ti, ta ching minh duge diém B trén tia
Sz nhan B’ 1a &nh trong phép vi tu dang xét. O

Hé qua 3. Phép vi tu Vi gy bién doan thang PQ thanh doan thiang P'Q’ vdi P'Q’ =
|k| .PQ.

Chitng minh. M&i doan duge xem nhu hiéu ctia hai tia(tap hop diém thuoc tia nay
khong thudc tia kia) va ching minh tuong tu nhu trudng hop kia. O
Hé qua 4. Phép vi tu Vi xy bién tam giac ABC' thanh tam giagc A'B'C' va hai tam
gigc dé dong dang, ti s6 dong dang bing |k|.

Chiing minh. Néu A’, B', C' lan luot la_)énh cia A, B, C qua phép vi tu thi ta c6
AB = kAB: BC' = k.BC: C'A = k.CA

A'B' _ B'C' _ CA _
© U5 = e = ca = Ikl
Vay ABC ~ A'B'C’, ti s6 dong dang la |k|. O

Hé qua 5. Phép vi tu Vi bién goc xSy thanh goc xS'y" va xS"y' = xSy.
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Phép vi tu

Chaing minh. Lay tren Sz , Sy hai diem A, B (khac S). Goi A’, B’ 1a 4nh ctia A, B.
Tam giac S’A’B’ 1a anh clia tam gidc SAB , theo hé qua 4, tam giac SAB dong dang
v6i tam giac S’A’B’, do d6 cac goc tuong ting ciia hai tam gidc bang nhau.

Vay xS’y = xSy. ]

Hé qua 6. Phép vi tu Vi) bién duong tron (I, R) thanh duong tron (I, R') va
R =|k|.R

Chitng minh. Lay diém M bat ki thuoc dudng tron (I, R) va goi M’ 1a &nh ctia M,
theo_ tinh chat 3 ta c6
LM = k1M = LM = |k| LM
Dang thitc d6 chiing t6 M’ nam trén duong tron (Iy; |k| .R).
Déo lai, néu M’ thuoc (I;|k|.R) thi anh M ctia M’ trong phép vi tu V(I,i) thuoc
duong tron (I, R).
That vay Viy 1y : I' = I, M — M
'k
Do do IQM/ = k]lM
= IM = L. I'M' = L [K|R=R.
Hé qua 7. (Suy ra ti dinh lj 2) Bon diem O,0', 01,0 tao thanh mot hang diém
dieu hoa.
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Phép vi tu

Hé qua 8. Néu hai duong tron tiép xic nhau tai diem A. Khi dé c6 mot phép vi tu
tam A bién duong tron nay thanh duong tron kia

1.4 Biéu thic toa d6 ctia phép vi tu

Trong mat phang toa do Oxy , cho I (wo;y0), M (25y), goi M’ (¢';9') = Viray (M) thi
ol =kr+ (1 —Fk)x
yr=ky+(1-k)y

1.5 Tam vi tu caa hai dudng tron

e V6i hai duong tron bat ki luon c6 mot phép vi tu bién duong tron nay thanh duong

tron kia, tam cua phép vi tu nay duge goi la tam vi tu cua hai dusng tron.

e Cho hai duong tron (I; R) va (I'; R').

+ Néu I = I’ thi cac phép vi tu V(I;i%/) bién (I; R) thanh (I'; R').

+ Néu I # I' va R # R’ thi cac phép vi tu V,, wy va V,, w bién (I; R) thanh
(0:%) (01-%)

(I'; R'). Ta goi O la tam vi tu ngoai con O; 1a tam vi ty trong cta hai duong tron. +
Néu I #I' va R = R’ thi ¢6 V(o,,_1) bién (I; R) thanh (I'; R').

Phép vi tu la mot khéai niem don gian véi nhitng két qua tha vi. N6 rat hitu ich dé
chiing minh tinh cong tuyén, dong dang, xac dinh ty lé va xay dung diém.
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Chuong 2

Cac dang toan phép vi tu

2.1 Xac dinh anh ctia mot hinh qua phép vi tu

Phuong phap:

Dimng dinh nghia, tinh chat va bicu thic toa do ctia phép vi tu.

Vidul

Trong mit phang Oxy, cho dudng thing d c6 phuong trinh 5z + 2y — 7 = 0 . Hay viét
phuong trinh ciia dudng thing d’ 1a anh ctia d qua phép vi tu tam O ti s6 k = —2.

Loi gidi: Cach 1:

Liy M (z;y) € d = 52+ 2y — 7 =0

Goi M’ (2";y") = Vio,——2) (M) . Theo biéu thitc toa do ctia phép vi tu, ta co:
ol = =2z + [1 —(—=2)] x = —12x/

{ y=-2+1-(-2] 7 { y=—12y

Thay vao (x) ta duge —22' — ¢ —7=0& 52"+ 2y + 14 =0

Vay d' :brx+2y+14 =10

Cach 2:

Do d’ song song hodc triing vdi d nén phuong trinh d’ c¢6 dang: 5x + 2y + ¢ = 0 Lay
M (1;1) thuoce d
— e
Goi M' (2";9') = Vio,——2) (M) , ta c6: OM' = —20M
Thay vao (x) ta dugc ¢ =14 Vay d' : 5z + 2y + 14 =0

12



Phép vi tu

Vidu 2

Trong mit phéng Oxy, cho duong tron(C) : (z — 1) + (y — 1)° = 4. Tim anh cfa
duong tron (C) qua phép vi tuy tam I (—1;2) tisdé k =3

Lai giai: Duong tron (C) ¢6 tam J (1;1), ban kinh R = 2.

o = —1=3(1+1 =T
GOIJ(CU;y)IV(I;3)(J):>U:3ﬁ@{y/—1:3§1—23 {y/=—2

= JI(7;=2) Goi (C”) la anh cta (C) qua phép vi tu V{;,3) thi (C") c6 tam J' (7; —2),
ban kinh R = 3R = 6.
Vay (C') : (z —7)* + (y + 2)° = 36. O

2.2 Tim tam vi tu cua hai duong tron
Vi du 3.

Cho hai dusng tron (C) : (z — 2)2 + (y — 1)2 =4va (C') : (x — 8)2 + (y — 4)2 = 16.
Tim tam vi tu cta hai duong tron.

Lai giai: Ta c¢6: Dudng tron (C') ¢6 tam [ (1;2), ban kinh R = 2, duong tron (C”) ¢6
tam I’ (8;4), ban kinh R' = 4.

Do I # I' va R # R’ nén c6 hai phép vi tu Vi2) vd V{y,__9) bién (C') thanh (C”).
Goi J (z;y).

- 8—x = r=—4
Vé6i k=2, taco: JI' =2J1 & & = J(—4;-2).
{4—y=2(1—y) {y=—2 ( )

Tuong tuw véi k = —2, suy ra J' (4;2). O

2.3 Dung phép vi tu dé giai cac bai toan dung hinh
Phuong phap:

Dé dyng mot hinh (H) nao do, ta quy vé dung mot s6 diém (di dé xac dinh duge hinh
(H) ) khi d6 ta xem céc diém can dung d6 la giao ctia hai duong trong dé mot dudng
¢6 san va mot duong la anh vi tu cia mot duong khéac.

Vi du 4.

Cho hai diém B, C ¢6 dinh va hai duong théng d,, d» . Dung tam giac ABC ¢6 dinh A
thudc dp va trong tam G thuoc ds.
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Phép vi tu

Phan tich:

Gia st da dyng duge tam giac ABC thoa man yéE_> cau bai toan. Goi I 1a trung diém
ctia BC, theo tinh chat trong tam tam giac ta c6 TA = 31
= ‘/'(1;3) (G) =A

Ma G € dy, = A € dy’ v6i dy 1a dnh clia dy qua Viy3
Talai c6:Aed, = A=d, Ndy.

Céch dung:

+ Dung dudng thang do 1a anh cia dy qua Viz.3).

+ Dung giao diém A = d; Ndy .

+ Dung giao diéem G = IA N ds.

Hai diém A; G 1a hai diém can dung.

Lot giai: Ro rang_t_;[r cach dung ta c6 A € di, G € do, I 1a trung diém ctia BC va
Virg) (G) = A= 1A= 31C = G 1a trong tam tam giac ABC
Nhan xét: S6 nghiém hinh clia bai toan bing s6 giao diém ciia d; va dy’

2.4 Dung phép vi tu giai cac bai toan tap hop diém
Phuong phap:

Dé tim tap hop diém M ta c6 thé quy vé tim tap hgp diém N va tim mot phép vi tu
Vi ndo d6 sao cho Virg (N) = M suy ra quy tich diém M la &nh cta quy tich qua
Ve

Vi du 5.

Cho dudng tron (O; R) va mot diém I nim ngoai dusng tron sao cho OI = 3R, A la

mot diém thay ddi tren duong tron (O; R). Phan gic trong goc TOA cét TA tai diém
M. Tim tap hgp diém M khi A di dong trén (O; R).
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Phép vi tu

Loi gidi: Theo tinh chat duong phan giac ta c6 % = % = %2 =3

— =
= IM = 3]A = IM = 3IA. Suy ra V(I;%) (A) = M,ma A thuoc duong tron (O; R)
nén M thudc (O’; %R) anh ctia (O; R) qua V(I;%).

Vay tap hop diém M la (O; 3R) anh cta (O; R) qua V(I;%). O

2.5 Dung phép vi tu dé ching minh cac tinh chéat
hinh hoc phang

Vi du 6.

Cho tam giac ABC. Goi I,J, M lan luct la trung diém ctia AB, AC,IJ. Dudng tron

(O) ngoai tiép tam giac AIJ cat AO tai D. Goi E 1a hinh chiéu vuong goc ctia D trén
BC'. Chiing minh A, M, E thang hang.

c

Loi gidi: Xét phép vi tu Vi), ta c6:AB = 241, AC = 247 nén Vi (I) = B,
Viazy (J) = C, do d6 Via,2) bién tam giac AIJ thanh tam gidc ABC, suy ra phép vi
tu nay bién dudng tron (O) thanh dudng tron (O') ngoai tiép tam giac ABC.

Do AD = 240 = Viag) (O) = D = O’ = D hay D la tam ctia dudng tron ngoai tiép
tam gidc ABC

Gid sit Viay (M) = M’ khi d6 OMLIJ = DM'LBC = M' = E

Vay Viag) (M) = E nén A, M, E thang hang. ]
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Chuong 3

Mot s6 vi du ap dung phép vi tu
chitng minh cac dinh 1y quan trong

Vi du 1. (Duong thing Euler). Chitng minh rdang trong mot tam gidc, trong tam,
truc tam va tam duong tron ngogi tiép cting nam trén mot duong thdang.

Chiing minh. Xét phép vi tu (G; k= —%) cA— M.
(AH) — (d,) (Duong trung truc cia BC)

Suy ra (AHNBHNCH) — (d,NdyNd.)
Hay H — O o

Suy ra O;G;H thang hang va % =-1 —

16



Phép vi tu

Vi du 2. Trong mot tam gidc, trung diém cdc canh, chan cic duong cao, trung
diém doan thang noi ti dinh dén truc tam cung thuoc mot duong tron (Duong tron
Euler — Dudong tron chin diém)

Chiing minh. (G; k= —%)

Tac6 A, B,C — (M, N, P)

Suy ra (O) — (MNP)

(O) — (O*) tam dudng tron ngoai tiép tam giac(M N P)(Dudng tron Euler (¢))
Suy ra O‘ la trung diém ctia OH

Hon nita ta ¢6 (H,G,0,0°) = —1 nén H chinh la tam vi tu ngoai ctia (O) va (O°)
Xét phép vi tu H(H;k: %) A= D.

(Trung diém AH,B — E,C +— F ma H:(O) — (K; %) suy ra D,E.Fe (K; 92)
Mat khac H: Ay — Ay, By — By, Co — C1. Do d6 Ay, By, Cs € (K; 2H)

Vay ta chiing minh duge cac diém da cho ciing thuoc dudng tron Euler va tam duong
tron la trung diém ciia cia doan thang noi tryc tam va tam dudng tron ngoai tiép tam
giac. O
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Phép vi tu

Vi du 3. (Duong tron Miztilinear incircle)

Cho tam gigc ABC noi tiép duong tron (O). Duong tron w, tiép zic vdi cdc canh
AB, AC tai D, E va tiép zic trong vdi (0) tai A,. Cdc diem By, Cy dugc zdc dinh
tuong tu. Chitng minh rang:

a) DE qua tam duong tron noi tiep tam giac ABC.

b) AA,, BBy, CCy dong quy.

Ching minh. a) Theo bo dé quen thudc thi A;D di qua diém D’ chinh giita cung AB,
A, E di qua diém E’ chinh giita cung AC. Khi d6 I € CD', I € BE'.

Ap dung dinh 1y Pascal ta ¢6 : D, I, E thing hang.

b) Xét H(Ay) : (0O) — (1,),H(A) : (I,) — (I) , theo dinh Iy Monge D’lemabert thi
AA; di qua tam vi tu ngoai bién (O) — (I). Chiing minh tuong tuy ta ciing c6 BB,
CCy qua tam vi tu ngoai bién (O) thanh (7).

Do d6 cac dusng thang AA,, BB;, CC, dong quy tai mot diém thuoc IO.
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Vidu 4. (Dinh ly Thebault)
Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron w. D la mot diém thuoc canh BC. Puong
tron wy tiép mic AD, CD tai P, Q va tiép xic w tai W.

a) Chitng minh PQ di qua tam duong tron noi tiép tam giac ABC.
b) Goi wy la duong tron tiép zic véi AD, BD wva tiép xic vdi w. Chiing minh duong
thang noi tam cia wiwy di qua tam noi tiép cia tam gidc ABC.

Ching minh. a)

Ta c6 PE qua diém M chinh giita cung BC. Goi I’ 1a giao diém ctia EF va AM.
Xét phép vi tu tam P thi EF//MN, suy ra ZAIF = ZAMN = ZAPF. Suy ra AFIP
noi tiép.

Khi d6 ZAFP = /AI'P = /I'EP

Suy ra MEI' ~ MI'P. Suy ra MI? = ME.MP = MB?.

Dodo I'=1.

b) Xét tit gide JGEK va diém D thuoec GE. Khi d6 IG//DK va IE//DJ.
Goi I' 1a glao diém IG va JK. Khi d6 42 = 4L = £ Quyra I'E//JQ, do d6 I' = I.
Vay J, I, K thang hang.

]
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Chuong 4

e P 0

Su dung phép bién hinh dé giai 1 so
bai toan hoc sinh gioi
Vidu 5. (Romani 1978): Cho tam gidc ABC can tai A, noi tiép trong duong tron

(0).Goi (w) la duong tron tiép zic véi AB, AC tai D va E va tiép wic trong vdi
(0) tai K. Ching minh rang DE di qua tam noi tiép cia tam giac ABC.

K

Chitng minh. Xét phép vi tu H (A; k= %) : (w) = (I). Goi I' 1a trung diém ctia
DFE, ta c6 AABK ~ AADI(g.g) suy ra % = % = H(A;k): J—I' . Ma I latam
cia (w) nén I’ 1a tam cta (I). O
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Vidu 6. (VMO 2003) Cho hai duong tron (O1) va (02) tiép zic nhau tai M. Mot
diém A thay doi trén duong tron (02), tu A vé hai tiép tuyén AB, AC dén (Oy) véi
B,C la hai tiép diém. BM, CM lan lugt cat(O,) tai D va E. DE cdit tiép tuyén
taiA cia (Oy) tai F. Ching minh rang F thuéc mot duong thang c6 dinh khi A di
chuyén trén (Oy) khong thang hang vdi Oy va M.

Chaitng minh. Xét phép vi tu H (M; %) khi d6 A — A, E—C; D —B. (DE) —(BC)
: (Az) —(Ay) (tiép tuyén tai A* ctia (Oy). Do d6 Fi+K ( giao diém ctia A‘y va BO).

Mit khac, theo mot tinh chat quen thuoc cia cyc déi cie thi A'y, BC va tiép tuyén
taiM (Mz) cta (Oy) dong quy. Do d6 K Mz, ma Mz ciing la tiép tuyén ctia (O,). Do
d6 F Mz. Vay F thuoc duong thing Mz vuong géc 010,

O
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Chuong 5

Bai tap tu luyén

Bai 1. (DC HKI - AMS)
Trong mat phing toa dop Oxzy cho duong tron
(C): [(x =27+ (y—1)7=4wa (C): (x—8)* + (y —4)* = 16.

a) Tvm phuong trinh truc doéi zing cia (C) va (C)
b) Tim k sao cho (C°) la dnh cia (C) qua phép vi tu t so k
c¢) Tim dnh cia (C) qua phép vi tu tam 1(3,4) tyj so k = 2

d) Tim toa do tam vi tu cia (C) va (C)

Bai 2. Cho 2 duong tron cé ban kinh khdc nhau (Oy) va nam ngoai nhau. Xét duong
tron (O) tiép zic ngoai dong thoi (Oy) tai A,(Os) tai B. Trén duong tron (0) ta lay
diem M bat ki (M # A, B). Duong thang MA cdt (Oy) tai Ay, MB cat (Oy) tai diém
that hai My. Chiing minh ring khi M di chuyén trén (O) thi dudng thang My M, di qua
1 diém cb dinh.

Bai 3. (ELMO shortlist 2011)

Cho 8 duong tron w,wy,w doi mot tiep zic nhau sao cho wi,ws tiép zic ngodi tai P,
w,wy tiép xic trong tai A, w,ws tiép zic trong tai B. Goi O, O, Oy lan lugt la tam ciia
w,wi,ws Goi X chan duong vuong géc ti P dén AB, chiing minh ZO1XP = Z0,XP.

Bai 4. (IMO shortlist 1998)

Cho tam gigc ABC. Goi H la truc tam va O la tam dudng tron ngogi tiép tam gidc.
Goi D, E, F lan lugt la diém doi zing cia A qua BC, B qua CA va ciia C qua AB.
Ching minh ring D, E, F thang hang khi va chi khi OH = 2R, vdi R la ban kinh
duong tron ngoai tiép tam gidc.

Bai 5. Cho tam gigc ABC. Goi D, E,F la tiép diém cia BC, CA, AB vdi (I) la
duong tron noi tiép tam giac. Goi D',E',F" doi xing qua I.

a) Chiing minh rang AD', BE" va CF' dong quy tai J

b) Chitng minh ring J thuoc duong thing IG vdi G la trong tam tam gidc ABC.

Bai 6. Cho hai duong tron (O1) va (Os) cit nhau tai A va B. C1C2, D1D2 la tiép
tuyén chung cia (O1) va (Oy). I, Iy la giao diém ciia C1.Dy va CyDy vdi O10,. Chiing
minh ring Z01AO, = L1, Al,
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Bai 7. Cho duong tron (O) va diem A, B thuoc duong tron sao cho A, O, B khong
thang hang. (I1), (I2) lan gt tiép vic vdiAB taiM, N tiép wic vdi cung nhé AB tai
P, Q va tiép xic ngoai nhau tai K

a) Chitng minh rang K thuoc mot duong tron co dinh.

b) Chiing minh ring vdi moi K luon tim duge P sao cho H la tam noi tiép tam gidc

PAB.

Bai 8. Cho tit gidc loi ABCD. P la mot diém trén canh AB. Gid st duong tron w noi
tiép tam gigc CPD vdi tam I tiép mic vdi duong tron noi tiép cic tam giagc APD va
PBC lan lugt tai K va L. Duong thing AC va BD cdt nhau tai E va duong thangAK
va BL cdt nhau tai F. Ching minh ring E,I, F thang hang

Bai 9. Cho hinh binh hanh ABCD va mot dudng thang d || BC' cdt cdic canh AD,BC
tai P va Q. Trén duong thing PQlay cic diém E,F, Trén duong thing CD liy cdc
diém M,N. Gia stt AM cit BN tai S , AE cit BF tai T, ME cit NF tai R. ching
minh S, T, R.

Bai 10. Cho ti# giGc ABCD c¢6 Ay, By, Ch, Dy lan luge la trong tam cdc tam gidc
BCD,CDA,ADB, ABC. Tinh tién ti gidc theo U ta duge mot i gidc tuong tng
AyByCyDy ( Ty : A Ay, By, C +— Co, D — Dy). Chitng minh rang cc duong thdang
AlAg, BlBQ, 0102, D1D2 dé’ﬂg quy.

Bai 11. (Chon dgi tuyén toin PTNK nam 2010)

Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (0). Goi I, Iy, Iy, I3 la tam duong tron noi tiép
va bang tiép cac gécA, B, C tuong ting. Duong tron ngogi tiép tam gidc I, I, I3 cat (O)
tai hai diem My, N, . Goi J, (khic A) la giao diem cia Al va (O). Ky hiéu dy la
duong thang qua Jy va vuong géc véi MyN;y. Tuong tu xdc dinh cic duong thang dy, ds.
Ching minh cdc duong thing di, dy, ds dong quy tai mot diém.

Bai 12. (IMO shortlist 1998)

Cho tam gidgc ABC . Goi H la truc tam va O la tam duong tron ngogi tiép tam gidc.
Goi D, E,F lan lugt la diem doi zing cia A qua BC, B qua CA va cia C qua AB.
Chaing minh rang D, E, F thding hang khi va chi khi OH = 2R, vdi R la ban kinh duong
tron ngoai tiép tam gidc.

*** to be continued ***

THPT Chuyén Bao Loc Trang 23
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TONG KET CHUYEN DE

Nhin chung, qua trang chuyén dé vita roi, ching ta da dugc dim minh trong sy “vi
diéu” ctia phép vi tu cling nhu nhitng ing dung ctia phép bién hinh nay trong giai cac
bai tap hay va kho.

Nhém bién soan da c6 nhiéu ¢ ging, ké ca tim hicu, tham khao chuyén dé ciia nhing
bac thay co trén khap toan qudc hay tham chi sang tao ra mot s6 bai tap cho ban doc
tim hiéu. Da c¢6 sy nghién ctu tim toi, phdi hop ciing phan mém LATEX Overleaf | su
can ci1, phdi hgp clia cac thanh vién trong nhém. Tat ca nhing diéu nay da tao nén
wu diém cho chuyén dé phép vi ti.

Vi thoi gian khong nhiéu, cac thanh vién chi méi hoc go Latex trong chua dén mot
tuan nén nhom bién soan con tuong doéi nhicu thiéu sét, chua sang tao dude nhiéu bai
hay cho ban doc giai va trao doi. Du kién trong thoi gian t6i, néu c6 diéu kien, nhém
sé tiép tuc Vol.2 clia chuyén dé trén va sé ban luan thém vé nhiing cach ting dung doc
dao ctia phép vi tu trong céc bai khé ciia de thi IMO,VMO, Olympic 30/4, cac ky thi
hoc sinh gidi trong va ngoai nude qua cac nam, gidi dap nhing thic méc ctia ban doc
ve nhitng bai tap tu luyén.

Mot lan nita xin cdm on cac ban doc !
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